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per non ritenere troppo vicine le geometrie fittizie da un lato e da inglobare gli errori di 
computazione dall’altra. Rimane infine da valutare l’impatto delle perturbazione delle geometrie 
dovuto all’introduzione di nuove intersezioni. Ogni volta che una geometria viene spezzata per 
introdurre un vertice a causa di un’intersezione con un’altra geometria si produce uno spostamento 
della geometria originaria (ad esempio, un segmento di retta diventa una spezzata di due segmenti 
non più collineari); tale spostamento è tanto più elevato tanto più la precisione è bassa (spostamenti 
di millimetri per precisioni al millimetro). La risoluzione di riferimento dei dati deve quindi essere 
più fine di quelle delle geometrie rilevate o fittizie e più alta di quella del FP64 per incorporare gli 
errori computazionali, ossia 10-4 ≤ Rrif ≤ 10-6.  
Nelle sperimentazioni regionali effettuate nell’ambito dei progetti del CISIS si è scelto di adottare 
una risoluzione di riferimento Rrif = 10-5 e una distanza minima Dm = 10-4. Valori più piccoli non 
sono stati considerati anche per non complicare la rilevazione degli eventuali errori individuati nei 
dati negli usuali strumenti GIS. 
Ciò ha un impatto anche sul controllo di qualità dei dati che deve quindi eseguire i calcoli con una 
risoluzione più fine di quella adottata nel sistema in modo da non introdurre ulteriori perturbazioni, 
che non deve inoltre adottare meccanismi basati sulla tolleranza e tantomeno deve correggere 
topologicamente i dati prima dei controlli.  

Indici di accettabilità e metainformazione 
La definizione condivisa delle proprietà dei dati permette il controllo della qualità dei dati. Le 
esperienze condotte in rilievo dimostrano che il controllo esaustivo dei vincoli definiti sui dati può 
trovare molti errori: errori sistematici o casuali che saranno corretti nel processo di consegna o 
aggiornamento. Diventa quindi importante arricchire i dati con la metainformazione di istanza che 
colleghi ogni errore all’oggetto considerato in modo che il soggetto gestore possa valutare la qualità 
dei singoli oggetti ricevuti. Inoltre è necessario definire nel sistema di interoperabilità degli indici di 
accettabilità che indichino dei livelli di errore che possono rendere complessivamente o 
parzialmente inaccettabile un insieme dei dati e questo è particolarmente importante nel caso di 
trasmissione di aggiornamenti che dovrebbero sostituire dati del proprio sistema. In alcune 
sperimentazioni si sono usati semplici indici basati sulla media percentuale degli oggetti con 
almeno un errore in base ad opportune categorie di appartenenza (ad es., reticoli stradali, copertura 
del suolo,…).  

Conclusioni e sviluppi futuri 
Gli aspetti trattati sono determinanti per realizzare sia i singoli sistemi locali e sia quello globale 
della SDI e può essere utile in generale per normare il trsferimento dati anche in contesti non SDI. 
Rimane da affrontare il problema dell’impatto di avere soggetti che adottino risoluzioni diverse nei 
sistemi locali, la gestione degli oggetti globali che si spezzano al confine tra i gestori locali, le 
regole di armonizzazione al confine considerando anche il problema delle perturbazioni dovute alla 
computazione numerica.  
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Riassunto 
Si descrive l'algoritmo che è stato codificato per eseguire il calcolo delle coordinate di una sonda 
meccanica. Il sistema di misura è costituito da una serie di aste collegate tra loro da cerniere cilin-
driche con la prima asta incernierata a un supporto e l'ultima che termina con la sonda.  
Gli impieghi di un sistema di questo tipo includono il rilievo di piccole strutture o oggetti come te-
lai, apparati sperimentali e meccanici, la verifica di conformità al progetto o la determinazione di 
deformazioni.  
I dati del problema sono le dimensioni e l'orientamento delle aste e l'orientamento degli assi delle 
cerniere in una posizione base e le letture dei goniometri inseriti nelle cerniere che danno gli angoli 
tra la posizione base e la posizione attuale di misura.  
Nell'articolo si mostra come la scelta di una opportuna rappresentazione delle rotazioni, cioè me-
diante quaternioni, renda sostanzialmente semplici tutte le fasi del calcolo incluso il concatenamen-
to delle rotazioni e l'orientamento assoluto. L'orientamento assoluto è necessario per fornire il risul-
tato in un sistema di riferimento definito sull'oggetto da rilevare.  
Il programma realizzato costituisce ovviamente il nucleo di calcolo di un sistema più complesso.  
Il problema affrontato è un problema di metrologia meccanica ma è stato risolto con la applicazione 
di conoscenze tipiche delle discipline geodetiche. 
 
Introduzione 
In questo lavoro si descrive una soluzione per il calcolo di coordinate in un sistema di misura elet-
tro-meccanico per il rilievo di oggetti di piccole e medie dimensioni in ambito industriale.  
Il sistema di misura consiste in una sonda meccanica composta da un insieme di aste collegate tra 
loro da cerniere cilindriche. La prima asta è collegata con una cerniere a un supporto mentre l'ultima 
asta termina con una marca di riferimento che viene portata sui punti dei quali si vogliono conosce-
re le coordinate. Sistemi di questo tipo si possono impiegare per il rilievo ex-novo o l'ispezione di 
piccole strutture o oggetti come telai, stampi, componentistica e pezzi meccanici, ma anche per la 
verifica di conformità al progetto o la determinazione di deformazioni. 
Ciascuna cerniera è dotata di un elemento di misura delle rotazioni (goniometro) e sono note le di-
mensioni delle aste. Il sistema acquisisce le rotazioni che si applicano alle cerniere nel muovere la 
sonda e restituisce le coordinate della estremità libera dell'asta terminale. Le coordinate vengono 
determinate con un opportuno calcolo una volta noti i parametri geometri dello strumento in una 
qualche posizione che chiamiamo posizione base. Nella posizione base di devono conoscere: 

- le dimensioni delle aste e il loro orientamento nello spazio; 
- l'orientamento nello spazio degli assi delle cerniere; 
- la lettura dei goniometri. 

Dimensioni e orientamenti vengono espressi in un sistema di riferimento legato allo strumento. 
Da un punto di vista geometrico, si deve considerare il sistema articolato di aste come una spezzata 
nello spazio tridimensionale. A ogni lato della spezzata, e quindi a ogni asta, si associa un vettore 
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che rappresenta la differenza di posizione tra un punto iniziale e un punto finale. Per calcolare le 
coordinate della marca di riferimento (ultimo punto della spezzata) si parte da un punto origine con-
venzionale e si sommano tutti gli incrementi dati dai vari lati della spezzata. Prima di fare questo i 
vettori devono essere opportunamente orientati nello spazio. L'orientamento effettivo deve essere 
calcolato tenendo conto dell'orientamento delle aste e delle letture dei goniometri nella posizione 
base. Le coordinate che si ottengono nel modo descritto sono date ovviamente nel sistema di riferi-
mento legato allo strumento. 
Qualora si vogliano esprimere le coordinate in un sistema diverso da quello strumentale, per esem-
pio un sistema legato all'oggetto, si devono stimare i parametri della trasformazione tra i due siste-
mi. Per questo lo strumento può essere impiegato per rilevare una serie di punti dei quali siano note 
le coordinate nel sistema legato all'oggetto così da produrre un catalogo di punti doppi. Si può quin-
di procedere alla stima dei parametri della trasformazione. Una volta noti questi parametri, la tra-
sformazione tra sistemi di riferimento può essere incorporata direttamente nella catena di calcolo 
delle coordinate per avere subito il risultato nel sistema legato all'oggetto. 
Il problema è stato risolto applicando conoscenze consolidate e tutte reperibili in letteratura ma pre-
senta alcuni aspetti di un certo interesse generale: 

- il carattere interdisciplinare, perché si sono applicate nell'ambito della metrologia mec-
canica conoscenze acquisite in ambito geodetico; 

- la applicazione di strumenti matematici che pur essendo ben noti e consolidati non 
sembrano impiegati di frequente; 

- la realizzazione di una soluzione che deve essere implementata all'interno di un pro-
gramma che presiede in tempo reale al funzionamento dello strumento di misura. 

 
Problemi da affrontare 
All'interno delle procedure di calcolo appena descritte si individuano due problemi significativi: 

- il concatenamento delle rotazioni applicate alle cerniere, per calcolare l'orientamento 
nello spazio di ogni asta; 

- la stima dei parametri della trasformazione tra sistemi di riferimento. 
Rispetto a molti problemi tipici in topografia e fotogrammetria, in questo caso non esiste alcun le-
game a priori tra i due sistemi di riferimento, quindi non si può fare alcuna ipotesi sui valori dei pa-
rametri da stimare. Per questo, il problema dell'orientamento assoluto si deve risolvere utilizzando 
un algoritmo che possa funzionare con configurazione qualsiasi e senza informazioni a priori sulla 
soluzione. 
Per risolvere questi problemi si fa uso dell'algebra dei quaternioni, un formalismo matematico forse 
poco noto e apparentemente legato a settori formali e astratti della matematica, ma capace in realtà 
di fornire una soluzione computazionalmente molto semplice. L'uso dei quaternioni per rappresen-
tare le rotazioni è ormai diffuso in molti settori della tecnica e in particolare in geodesia, fotogram-
metria, cinematica dei sistemi articolati (con applicazioni per esempio nella robotica), dinamica del 
corpo rigido (con applicazioni per esempio al controllo d'assetto dei satelliti artificiali). 
Nel seguito si introducono brevemente gli strumenti matematici scelti per risolvere i problemi 
elencati poco sopra. In una sezione successiva si presenta in modo schematico la procedura di 
calcolo implementata. 
 
 
Strumenti matematici 
 
L'algebra dei quaternioni 
Nell'algebra elementare si lavora con i numeri reali che possono essere combinati tra loro con le 
quattro operazioni: somma, sottrazione, moltiplicazione e divisione. Una prima generalizzazione è 
la costruzione dei numeri complessi. Ogni numero complesso ha due componenti che sono la parte 
reale e la parte immaginaria, quindi un numero complesso può essere considerato come una coppia 
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di numeri reali. Tra i numeri complessi si eseguono le quattro operazioni. Le operazioni tra numeri 
complessi sono una generalizzazione delle operazioni tra numeri reali. 
Una ulteriore generalizzazione è costituita dai quaternioni che sono degli oggetti a quattro compo-
nenti: una reale e tre immaginarie. L'idea dei quaternioni si deve a Hamilton il quale cercava una 
generalizzazione nello spazio tridimensionale dei numeri complessi e del loro significato di 
operatori di rotazione nel piano. 
Per indicare i quaternioni si usa la notazione: a, b, cioè lettere minuscole in grassetto. Un quaternio-
ne q si descrive semplicemente con l'elenco delle sue componenti, secondo la notazione: q0, q1, q2, 
q3. La prima componente è la parte reale, le altre tre componenti formano un vettore che è la parte 
immaginaria. Gli ordinari numeri complessi si possono considerare come l'insieme di una parte rea-
le e una parte immaginaria, che sono entrambe scalari. I quaternioni si possono considerare come 
l'insieme di una parte reale scalare e una parte immaginaria vettoriale. Si usa quindi la notazione: 
q = q0 +iq dove le componenti di q sono q1, q2 e q3 (si usa la sottolineatura per denotare i vettori). 
Tra i quaternioni si definiscono quattro operazioni, che chiamiamo ancora somma, sottrazione, mol-
tiplicazione e divisione, che sono una generalizzazione delle solite quattro operazioni tra numeri 
reali. La uguaglianza, la somma e la sottrazione tra quaternioni si definiscono sulla base dell'ugua-
glianza, della somma e della sottrazione delle singole componenti. Il prodotto di un quaternione per 
un numero reale si definisce con il prodotto delle singole componenti con il numero reale. Il prodot-
to di due quaternioni q e p è definito come: 
 

qp = (q0 p0 - q · p) + i (q0 p + p0 q + q ∧ p) . 
 
La scrittura q · p indica il prodotto scalare tra vettori e la scrittura q ∧ p indica il prodotto vettore. Il 
coniugato di un quaternione si indica con q' e ha la parte reale uguale a quella di q e la parte 
complessa opposta. Il modulo di un quaternione vale |q| = (qq')1/2 = (q0

2 + q1
2 + q2

2 + q3
2)1/2. Infine 

il reciproco di un quaternione è definito come: q-1 = q'/|q|2. Attraverso il reciproco si definisce 
coerentemente la divisione tra quaternioni. Le quattro operazioni così definite godono delle stesse 
proprietà delle quattro operazioni tra numeri reali o complessi con una unica eccezione: la 
moltiplicazione tra quaternioni, coinvolgendo un prodotto vettore, non è commutativa. Per i nostri 
scopi è importante che il prodotto sia associativo. 
 
La rappresentazione delle rotazioni con i quaternioni 
Mediante i quaternioni è possibile esprimere una rotazione nello spazio partendo dalla seguente cor-
rispondenza: 

x ↔ x = 0 + i x  
 
che associa un quaternione immaginario x al generico vettore x nello spazio tridimensionale. 
L'espressione: 
 

u x u'  
 
con |u|=1 e con x = 0 + i x è lineare in x e ha come risultato un quaternione, pure immaginario, con 
la stessa norma di x, perciò rappresenta una rotazione nello spazio tridimensionale. La corrispon-
denza e la espressione appena scritte dicono che si usano quaternioni immaginari per rappresentare i 
punti nello spazio e quaternioni con modulo unitario per rappresentare le rotazioni. In entrambi i 
casi si usano quattro parametri e un vincolo per descrivere gli elementi di una varietà a tre dimen-
sioni.  
In analogia con gli ordinari numeri complessi, un quaternione di modulo unitario si può anche 
esprimere come: u = cos(α / 2) + i sin(α / 2) u dove u è un vettore ancora di modulo unitario e α un 
angolo generico. Il quaternione u rappresenta una rotazione nello spazio tridimensionale di un 
angolo pari a α attorno all'asse individuato dal versore u, così come ogni numero complesso di 
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modulo unitario rappresenta una rotazione nel piano. Per quanto ci interessa, l'asse di rotazione è 
realizzato da una cerniera cilindrica e l'angolo è una variabile che viene misurata. La rotazione di un 
certo angolo α attorno a un dato asse u è allora rappresentata da un quaternione u di modulo unitario 
che ha: 

- la parte reale u0 = cos(α/2); 
- la parte immaginaria che è un vettore orientato come l'asse di rotazione e di modulo 

pari a sin(α/2). 
In molti ambiti una rotazione nello spazio tridimensionale viene rappresentata da una matrice R,  
ortonormale e con det(R) = 1, detta matrice di rotazione. A ogni matrice di rotazione si può allora 
associare un quaternione di modulo unitario e viceversa. Il quaternione che rappresenta una rotazio-
ne, e che quindi è associato a R, è definito a meno del segno. La rappresentazione delle rotazioni 
mediante quaternioni ha un pregio molto significativo che è la facilità con cui si calcolano i parame-
tri di una rotazione che sia la composizione di due rotazioni date. E' evidente che se consideriamo 
due rotazioni associate ai quaternioni di modulo unitario a e b la rotazione risultante dalla loro 
composizione è semplicemente associata al loro prodotto ab. 
 
La soluzione del problema di Helmert con l'uso dei quaternioni 
Sfruttando ancora la corrispondenza x ↔ x = 0 + i x, la nota trasformazione di Helmert si scrive: 
 

y = ρ q x q' + b  
 
dove: 

- x e y sono i quaternioni immaginari che rappresentano uno stesso punto in due diversi 
sistemi di riferimento; 

- ρ è lo scalare che rappresenta il fattore di scala; 
- q è il quaternione di modulo unitario che rappresenta la rotazione; 
- b è il quaternione immaginario che rappresenta la traslazione. 

In generale si stimano i parametri della trasformazione di Helmert a partire da un insieme di punti 
più numeroso di quello strettamente indispensabile applicando il criterio dei minimi quadrati. Sia m 
il numero dei punti noti in entrambe i sistemi di riferimento. Si usa j = 1..m come indice che corre 
sull'insieme dei punti. Il problema da risolvere è dunque un problema di minimo che si scrive come: 
 

vj = yj - (ρ q xj q' + b)  
 

minimo.|| 2

1
=∑

=

m

j
jv  

 
Si devono cercare i valori delle incognite ρ, q e b che rendono minimo il valore della sommatoria 
indicata. La soluzione deve rispettare il vincolo sulla norma di q. Il problema di Helmert è un pro-
blema non lineare. Ciò non ostante sono state trovare varie soluzioni che permettono un calcolo di-
retto senza dover linearizzare le equazioni. Questo fatto è importante quando non si dispone di una 
soluzione approssimata nota a priori. In questo lavoro si usa la soluzione basata sui quaternioni data 
da Sansò (1973) e se ne riportano solo le parti essenziali per descrivere la procedura di calcolo. 
La stima del termine di traslazione è semplice, e viene ottenuta in modo indiretto riducendo a bari-
centriche entrambi i pacchetti di coordinate. Nel seguito si suppone che le coordinate siano ridotte a 
baricentriche, ma si continuano a usare i simboli x e y e le notazioni già definite. Per indicare una 
particolare componente del vettore delle coordinate di un singolo punto si usano due indici come 
nell'esempio seguente: xkj, dove si usa k = 1..3 per indicare la componente del vettore e j = 1..m per 
indicare il particolare punto a cui appartiene la coordinata. Si costruisce la matrice A quadrata 
simmetrica di ordine 4: 
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La soluzione al problema di Helmert si ricava dalla coppia autovettore-autovalore con il valore mi-
nimo dell'autovalore, che sarà a sua volta un numero negativo. Le componenti dell'autovettore, 
eventualmente normalizzate, forniscono le componenti del quaternione di modulo unitario cercato, 
cioè il quaternione che risolve il problema. Il fattore di scala infine vale: 
 

∑∑
= =

−=
m

j k
kjx

1

3

1

2/λρ  

 
dove λ è l'autovalore minimo appena calcolato. 
 
Procedure di calcolo 
Nel seguito indichiamo con rl i vettori che descrivono i lati della spezzata e con tl i versori che de-
scrivono gli assi delle cerniere nella posizione base e nel sistema di riferimento strumentale. L'indi-
ce (l) corre su tutte le aste e su tutte le cerniere. L'asta l parte dal punto l e va fino al punto l+1. Se 
vi sono in tutto n aste il punto n+1 è la marca di misura di cui si devono determinare le coordinare. 
Si indica con αl l'angolo che viene letto nella cerniera nel punto l al momento della misura. Sia: ql = 
cos(α/2) + i sin(α/2) tl il quaternione che rappresenta la rotazione della cerniera l. Questa espressio-
ne rappresenta la rotazione imposta dalla cerniera l all'asta l e alle aste successive. In pratica l'asta l 
subisce una rotazione nello spazio che è l'effetto combinato delle prime l cerniere. Questo effetto 
combinato si ottiene semplicemente moltiplicando tra di lori i corrispondenti quaternioni. Conviene 
dunque definire un nuovo quaternione pl che sia la produttoria parziale dei quaternioni da q1 a ql: 
 

. 
1

∏
=

=
l

s
sl qp  

 
Attraverso i quaternioni pl è possibile operare la rotazione che dà a ogni lato della spezzata il suo 
corretto orientamento. Per fare questo si associa a ogni vettore rl un quaternione puramente immagi-
nario rl = 0 + i rl e poi si applica la rotazione con la espressione: 
 

sl = pl rl p'l  
 
che produce il quaternione immaginario sl la cui parte vettoriale è proprio il lato l della spezzata con 
il nuovo orientamento nello spazio. A questo punto, per ottenere il quaternione x la cui parte 
vettoriale contiene le coordinate del punto n+1 è sufficiente sommare tutti i lati della spezzata: 
 

. 
1
∑

=

=
n

l
lsx  

 
Le coordinate della marca di riferimento così ottenute sono date ancora nel sistema di riferimento 
strumentale. 
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A valle del rilievo di un adeguato numero di punti per i quali siano note le coordinate in un sistema 
di riferimento legato all'oggetto è possibile stimare i parametri della trasformazione di Helmert tra 
questo sistema e quello strumentale seguendo il procedimento descritto poco sopra. Successivamen-
te sarà possibile produrre coordinate direttamente nel sistema di riferimento legato all'oggetto utiliz-
zando i parametri appena stimati per applicare la trasformazione a tutti i nuovi punti rilevati. 
 
Osservazioni conclusive 
La procedura descritta fornisce risultati pienamente soddisfacenti. Il programma di calcolo realizza-
to è stato incorporato in un prodotto funzionante. 
Sullo svolgimento del lavoro e sulle scelte operate si possono fare alcune osservazioni. Gli algorit-
mi che sono stati progettati e programmati sono piuttosto semplici e si sono dimostrati efficienti ed 
efficaci. Questo si deve soprattutto alla scelta dello strumento matematico più adatto per la rappre-
sentazione delle rotazioni, cioè l'algebra dei quaternioni. Crediamo che i pregi di questa rappresen-
tazione, già presentati nel testo, possano essere ribaditi: 

- si utilizzano parametri di preciso significato geometrico intrinseco; 
- non si hanno singolarità; 
- è facile eseguire il concatenamento delle rotazioni; 
- esiste una soluzione diretta al problema dell'orientamento assoluto. 

E' importante notare che le prime tre caratteristiche del metodo sono strettamente legate tra di loro. 
A noi risulta evidente il legame tra la semplicità degli algoritmi e le proprietà della rappresentazione 
utilizzata. Questo dovrebbe fare riflettere sulla convenienza e la utilità di affrontare i problemi, an-
che semplici, con un appropriato inquadramento teorico e di utilizzare anche, dove serve, strumenti 
matematici non abituali. 
Una ulteriore e ultima osservazione riguarda l'ambito disciplinare del lavoro svolto. Il problema 
presentato ricade nell'ambito della metrologia meccanica per applicazioni in campo industriale ma è 
stato risolto utilizzando conoscenze tipiche delle discipline geodetiche. 
 
Indicazioni bibliografiche 
Una trattazione delle diverse rappresentazioni delle rotazioni si può trovare negli articoli di 
Nitschke e Knickmeyer (2000) e di Stuelpnagel (1964). Il libro di Altmann (2002) tratta le rappre-
sentazioni intrinseche delle rotazioni e l'algebra dei quaternioni. Il libro di Kuipers (2002) ha un ca-
rattere molto pratico e didattico ed è dedicato alle applicazioni dei quaternioni in vari settori della 
meccanica. Nell'articolo di Sansò (1973) si trovano una essenziale introduzione all'algebra dei qua-
ternioni, una trattazione della rappresentazione delle rotazioni mediante i quaternioni e la soluzione 
del problema della stima dei parametri della trasformazione di Helmert basata su tale rappresenta-
zione. 
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